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Resumo
Esse trabalho se propõe como uma breve revisão e também uma tentativa de apresentar
as Equações de Maxwell no Vácuo, a Equação da Continuidade, as Equações de Maxwell
na Matéria e as Transformações de Lorentz em notação tensorial, também chamada de
formulação covariante. Isto, em unidades do Sistema Internacional (SI) e para a métrica
de Minkowski com assinatura (−, +, +, +). A vantagem de se utilizar essa notação é que
ela permite que objetos sejam unificados e que equações possam ser escritas de forma
mais compacta.

Palavras-chaves: Física Matemática. Eletromagnetismo. Equações de Maxwell. Notação
Tensorial.



Sumário

Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1 EQUAÇÕES DE MAXWELL NO VÁCUO . . . . . . . . . . . . . . . 7

2 EQUAÇÃO DA CONTINUIDADE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

3 EQUAÇÕES DE MAXWELL NA MATÉRIA . . . . . . . . . . . . . 12

4 TRANSFORMAÇÕES DE LORENTZ . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

Conclusão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19



4

Introdução

Antes de abordar as Equações de Maxwell em notação tensorial, é importante
relembrar algumas características dos tensores e apresentar a notação que será utilizada
neste trabalho. Para compor os parágrafos a seguir, foram consultados os trabalhos de
(EINSTEIN., 1916), (CARROLL, 2004) e (GRIFFITHS, 2012).

Um quadrivetor contravariante 𝐴𝜇 (com 𝜇 = 0, 1, 2 e 3), também chamado tensor
de orem 1, é um objeto de 4 componentes que se transforma por uma mudança de sistema
de coordenadas tal

𝐴𝜇 =
3∑︁

𝜈=0

𝜕𝑥̄𝜇

𝜕𝑥𝜈
𝐴𝜈 , (1)

com 𝑥̄𝜇 = (𝑐𝑡, 𝑥̄, 𝑦, 𝑧) e 𝑥𝜇 = (𝑐𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧). Essa regra de transformação também pode ser
escrita como uma soma de Einstein (que será utilizada daqui em diante), conforme

𝐴𝜇 = 𝜕𝑥̄𝜇

𝜕𝑥𝜈
𝐴𝜈 = Λ𝜇

𝜈 𝐴𝜈 , (2)

em que Λ𝜇
𝜈 = 𝜕𝑥̄𝜇

𝜕𝑥𝜈 e o índice mudo (que se repete em cima em um objeto e embaixo em
outro) representa uma soma.

Um tensor contravariante 𝐴𝜇𝜈 de ordem 2 é um objeto de 16 componentes, dado
pela multiplicação das componentes de dois quadrivetores 𝐵𝜇 e 𝐶𝜈 , tal

𝐴𝜇𝜈 = 𝐵𝜇𝐶𝜈 . (3)

Esse objeto se transforma por uma mudança de sistema de coordenadas tal

𝐴𝜇𝜈 = 𝜕𝑥̄𝜇

𝜕𝑥𝛼

𝜕𝑥̄𝜈

𝜕𝑥𝛽
𝐴𝛼𝛽 = Λ𝜇

𝛼Λ𝜈
𝛽𝐴𝛼𝛽. (4)

Para transformar um quadrivetor contravariante 𝐴𝜇 em um covariante 𝐴𝜇, ou
vice-versa, usa-se o tensor métrico 𝑔𝜇𝜈 ou o tensor métrico inverso 𝑔𝜇𝜈 , tal

𝐴𝜇 = 𝑔𝜇𝛼𝐴𝛼, (5)

𝐴𝜇 = 𝑔𝜇𝛼𝐴𝛼. (6)

No caso do Eletromagnetismo Clássico, no domínio da Relatividade Restrita/Especial,
usa-se o tensor métrico de Minkowski (ou, simplesmente, métrica de Minkowski),

𝑔𝜇𝜈 = 𝜂𝜇𝜈 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (7)
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aqui, com a assinatura (−, +, +, +). O tensor métrico inverso 𝑔𝜇𝜈 , por sua vez se relaciona
com o tensor métrico 𝑔𝜇𝜈 por

𝑔𝜈𝛽𝑔𝛼𝛽 = 𝛿𝜈
𝛼, (8)

em que

𝛿𝜈
𝛼 =

⎧⎨⎩1, para 𝜈 = 𝛼

0, para 𝜈 ̸= 𝛼
(9)

é o delta de Kronecker, tal que

𝑔𝜇𝜈 = 𝜂𝜇𝜈 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (10)

Assim, o quadrivetor das coordenadas 𝑥𝜇 = (𝑐𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) também pode ser escrito na sua
forma covariante 𝑥𝜇 = 𝑔𝜇𝛼𝑥𝛼 = (−𝑐𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧). O mesmo vale para o quadrivetor das deri-
vadas paciais, dado em sua forma contravariante por 𝜕𝜇 = 𝜕

𝜕𝑥𝜇
e em sua forma covariante

por 𝜕𝜇 = 𝑔𝜇𝛼𝜕𝛼 = 𝜕
𝜕𝑥𝜇 .

O tensor métrico também pode ser utilizado para transformar um tensor de ordem
2 contravariante 𝐴𝜇𝜈 em um covariante1 𝐴𝜇𝜈 , ou vice-versa, tal

𝐴𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝛼𝑔𝛽𝜈𝐴𝜎𝛽, (11)

𝐴𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝛼𝑔𝛽𝜈𝐴𝜎𝛽. (12)

Disso, segue que um tensor de ordem 2 é dito simétrico se

𝐴𝜇𝜈 = 𝐴𝜈𝜇, (13)

𝐴𝜇𝜈 = 𝐴𝜈𝜇, (14)

ou antissimétrico se
𝐴𝜇𝜈 = −𝐴𝜈𝜇, (15)

𝐴𝜇𝜈 = −𝐴𝜈𝜇. (16)

Preparado o terreno, este trabalho se organiza de forma a apresentar, em notação
tensorial (ou formulação covariante): as Equações de Maxwell no Vácuo, no Capítulo
1; a Equação da Continuidade, no Capítulo 2; as Equações de Maxwell na Matéria, no
Capítulo 3; e as Transformações de Lorentz, no Capítulo 4.
1 Um tensor de ordem 2 contravariante é também chamado tensor de ordem (2,0). Já um tensor de

ordem 2 covariante é também chamado tensor de ordem (0,2).
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Vale ressaltar que as equações que serão apresentadas aqui estão em unidades do
Sistema Internacinal (SI). Algumas delas também podem ser encontradas em unidades
Gaussianas ou em unidades de Heaviside-Lorentz em (HERAS; BÁEZ, 2008).
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1 Equações de Maxwell no Vácuo

Neste Capítulo, as Equações de Maxwell no Vácuo serão apresentas em notação
tensorial (ou formulação covariante), de acordo com os trabalhos de (EINSTEIN., 1916),
(CARROLL, 2004) e (GRIFFITHS, 2012).

De modo mais convencional, as Equações de Maxwell no Vácuo são um conjunto
de quatro equações diferenciais parciais acopladas,

∇⃗ · 𝐸⃗ = 𝜌

𝜀0
, (1.1)

∇⃗ · 𝐵⃗ = 0, (1.2)

∇⃗ × 𝐸⃗ = −𝜕𝐵⃗

𝜕𝑡
, (1.3)

∇⃗ × 𝐵⃗ = 𝜇0𝐽 + 𝜇0𝜀0
𝜕𝐸⃗

𝜕𝑡
, (1.4)

em que 𝐸⃗ = (𝐸𝑥, 𝐸𝑦, 𝐸𝑧) é o vetor campo elétrico, 𝐵⃗ = (𝐵𝑥, 𝐵𝑦, 𝐵𝑧) é vetor campo
magnético, 𝜌 é a densidade de carga elétrica, 𝐽 = (𝐽𝑥, 𝐽𝑦, 𝐽𝑧) é o vetor densidade de
corrente elétrica, 𝜀0 é a permissividade elétrica do vácuo e 𝜇0 é a permeabilidade magnética
do vácuo. Essas equações também são conhecidas, respectivamente, como Lei de Gauss,
Lei de Gauss para o magnetismo, Lei de Faraday e Lei de Ampère-Maxwell.

Em notação tensorial as eqs. (1.1 - 1.4) se resumem a apenas duas expressões,

𝜕𝜈𝐹 𝜇𝜈 = 𝜇0𝐽
𝜇, (1.5)

𝜕𝜆𝐹𝜇𝜈 + 𝜕𝜇𝐹𝜈𝜆 + 𝜕𝜈𝐹𝜆𝜇 = 0, (1.6)

em que

𝐹 𝜇𝜈 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 𝐸𝑥/𝑐 𝐸𝑦/𝑐 𝐸𝑧/𝑐

−𝐸𝑥/𝑐 0 𝐵𝑧 −𝐵𝑦

−𝐸𝑦/𝑐 −𝐵𝑧 0 𝐵𝑥

−𝐸𝑧/𝑐 𝐵𝑦 −𝐵𝑥 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (1.7)

é o tensor eletromagnético em sua forma contravariante,

𝐹𝜇𝜈 = 𝜂𝜇𝛼𝜂𝛽𝜈𝐹 𝛼𝛽 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 −𝐸𝑥/𝑐 −𝐸𝑦/𝑐 −𝐸𝑧/𝑐

𝐸𝑥/𝑐 0 𝐵𝑧 −𝐵𝑦

𝐸𝑦/𝑐 −𝐵𝑧 0 𝐵𝑥

𝐸𝑧/𝑐 𝐵𝑦 −𝐵𝑥 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (1.8)
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é o tensor eletromagnético em sua forma covariante1,

𝐽𝜇 = (𝑐𝜌, 𝐽𝑥, 𝐽𝑦, 𝐽𝑧) (1.9)

é o quadrivetor densidade de corrente elétrica e 𝑐 é a velocidade da luz no vácuo.

Pode-se, então, checar se as eqs. (1.5 - 1.6) são equivalentes às eqs. (1.1 - 1.4).

Para 𝜇 = 0 na eq. (1.5), tem-se, do lado esquerdo,

𝜕𝜈𝐹 0𝜈 = 𝜕0𝐹
00 + 𝜕1𝐹

01 + 𝜕2𝐹
02 + 𝜕3𝐹

03

= 1
𝑐

(︃
𝜕𝐸𝑥

𝜕𝑥
+ 𝜕𝐸𝑦

𝜕𝑦
+ 𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑧

)︃

= 1
𝑐
∇⃗.𝐸⃗,

(1.10)

e, do lado direito,
𝜇0𝐽

0 = 𝜇0𝑐𝜌, (1.11)

ou seja, tem-se a Lei de Gauss (eq. (1.1)), uma vez que

𝑐2𝜖0𝜇0 = 1. (1.12)

Para 𝜇 = 1 na eq. (1.5), tem-se

𝜕𝜈𝐹 1𝜈 = 𝜕0𝐹
10 + 𝜕1𝐹

11 + 𝜕2𝐹
12 + 𝜕3𝐹

13

= − 1
𝑐2

𝜕𝐸𝑥

𝜕𝑡
+
(︃

𝐵𝑧

𝜕𝑦
− 𝐵𝑦

𝜕𝑧

)︃
= 𝜇0𝐽𝑥,

(1.13)

para 𝜇 = 2 na eq. (1.5),

𝜕𝜈𝐹 2𝜈 = 𝜕0𝐹
20 + 𝜕1𝐹

21 + 𝜕2𝐹
22 + 𝜕3𝐹

23

= − 1
𝑐2

𝜕𝐸𝑦

𝜕𝑡
+
(︂

𝐵𝑥

𝜕𝑧
− 𝐵𝑧

𝜕𝑥

)︂
= 𝜇0𝐽𝑦,

(1.14)

e para 𝜇 = 3 na eq. (1.5),

𝜕𝜈𝐹 3𝜈 = 𝜕0𝐹
30 + 𝜕1𝐹

31 + 𝜕2𝐹
32 + 𝜕3𝐹

33

= − 1
𝑐2

𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑡
+
(︃

𝐵𝑦

𝜕𝑥
− 𝐵𝑥

𝜕𝑦

)︃
= 𝜇0𝐽𝑧,

(1.15)

de tal forma que ao somar as eqs. (1.13 - 1.15) tem-se a Lei de Ampère-Maxwell (eq.(1.4)).

A eq. (1.6) também é um conjunto de 4 equações,

𝜕2𝐹01 + 𝜕0𝐹12 + 𝜕1𝐹20 = 0, (1.16)

𝜕3𝐹02 + 𝜕0𝐹23 + 𝜕2𝐹30 = 0, (1.17)
1 Note que o tensor eletromagnético é antissimétrico, i.e. 𝐹 𝜇𝜈 = −𝐹 𝜈𝜇 e 𝐹𝜇𝜈 = −𝐹𝜈𝜇.
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𝜕3𝐹01 + 𝜕0𝐹13 + 𝜕1𝐹30 = 0, (1.18)

𝜕3𝐹12 + 𝜕1𝐹23 + 𝜕2𝐹31 = 0, (1.19)

ou ainda, (︃
𝜕𝐸𝑦

𝜕𝑥
− 𝜕𝐸𝑥

𝜕𝑦

)︃
= −𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑡
, (1.20)

(︃
𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑦
− 𝜕𝐸𝑦

𝜕𝑧

)︃
= −𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑡
, (1.21)

(︃
𝜕𝐸𝑥

𝜕𝑧
− 𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑥

)︃
= −𝜕𝐵𝑦

𝜕𝑡
, (1.22)

𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑥
+ 𝜕𝐵𝑦

𝜕𝑦
+ 𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑧
= 0, (1.23)

de modo que ao combinar as eqs. (1.20 - 1.22) tem-se a Lei de Faraday (eq.(1.3)) e a eq.
(1.23) é a Lei de Gauss para o magnetismo (eq. (1.2)).

Uma vez que os vetores campo elétrico e campo magnético podem ser escritos em
termos do potencial escalar 𝑉 e do potencial vetor 𝐴⃗ = (𝐴𝑥, 𝐴𝑦, 𝐴𝑍), tal

𝐸⃗ = −∇⃗𝑉 − 𝜕𝐴⃗

𝜕𝑡
, (1.24)

𝐵⃗ = ∇⃗ × 𝐴⃗, (1.25)

o tensor eletromagnético também pode ser escrito em termos do potencial quadrivetor

𝐴𝜇 = (𝑉/𝑐, 𝐴𝑥, 𝐴𝑦, 𝐴𝑧), (1.26)

tal
𝐹 𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇, (1.27)

𝐹𝜇𝜈 = 𝜂𝜇𝛼𝜂𝛽𝜈𝐹 𝛼𝛽 = 𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇. (1.28)

Dessa forma, a eq. (1.5) pode ser reescrita

𝜕𝜇𝜕𝜈𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝜕𝜈𝐴𝜇 = 𝜇0𝐽
𝜇 (1.29)

e a eq. (1.6) é identicamente nula,

𝜕𝜆𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜆𝜕𝜈𝐴𝜇 + 𝜕𝜇𝜕𝜈𝐴𝜆 − 𝜕𝜇𝜕𝜆𝐴𝜈 + 𝜕𝜈𝜕𝜆𝐴𝜇 − 𝜕𝜈𝜕𝜇𝐴𝜆 = 0, (1.30)

uma vez que as derivadas parciais comutam.
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Entretanto, vale lembrar que os pontencias 𝑉 e 𝐴⃗ não são unicamente determinados
pelos campos 𝐸⃗ e 𝐵⃗. Note que a transformação

𝐴⃗ → 𝐴⃗ + ∇⃗𝜆

𝑉 → 𝑉 − 𝜕𝜆

𝜕𝑡
,

(1.31)

que também pode ser escrita
𝐴𝜈 → 𝐴𝜈 + 𝜕𝜈𝜆, (1.32)

em que 𝜆 é uma função escalar, não altera 𝐸⃗, 𝐵⃗ e 𝐹 𝜇𝜈 .

A escolha da função 𝜆 tal que 𝜕𝜈𝜕𝜈𝜆 = 0 é o que se chama calibre de Lorenz, que
também se traduz em

1
𝑐2

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+ ∇⃗.𝐴⃗ = 0, (1.33)

que em notação tensorial é
𝜕𝜈𝐴𝜈 = 0. (1.34)

Essa escolha do calibre de Lorenz pode ser utilizada para simplificar a eq.(1.29), tal

�2𝐴𝜇 = −𝜇0𝐽
𝜇 (1.35)

em que
�2 = 𝜕𝜈𝜕𝜈 = ∇2 − 1

𝑐2
𝜕2

𝜕𝑡2 (1.36)

é o denominado operador d’Alembertiano.

Essa eq. (1.35) é uma forma bastante compacta de se escrever as Equações de
Maxwell (eqs. (1.1 - 1.4)).
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2 Equação da Continuidade

Neste capítulo, a Equação da Continuidade será apresentada conforme o que está
exposto em (GRIFFITHS, 2012). Em sua forma mais convecional, ela é dada por

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ ∇⃗.𝐽 = 0. (2.1)

Note que ela expressa basicamente a conservação da carga elétrica localmente.

Em notação tensorial, essa equação admite uma forma mais compacta, tal

𝜕𝜇𝐽𝜇 = 0, (2.2)

em que 𝐽𝜇 é o quadrivetor densidade de corrente elétrica, dado pela eq. (1.9), já que

𝜕𝜌

𝜕𝑡
= 1

𝑐

𝜕𝐽0

𝜕𝑡

= 𝜕0𝐽
0

(2.3)

e

∇⃗.𝐽 = 𝜕𝐽𝑥

𝜕𝑥
+ 𝜕𝐽𝑦

𝜕𝑦
+ 𝜕𝐽𝑦

𝜕𝑦

= 𝜕𝑖𝐽
𝑖,

(2.4)

em que i corre de 1 a 3.

Vale ressaltar que ela pode ser obtida diretamente a partir das Equações de
Maxwell. Ao se tomar a derivada parcial 𝜕𝜇 da eq. (1.5), tem-se

𝜕𝜇𝜕𝜈𝐹 𝜇𝜈 = 𝜇0𝜕𝜇𝐽𝜇, (2.5)

cujo lado esquerdo é nulo, uma vez que o tensor eletromagnético é antissimétrico e as
derivadas parciais comutam, i.e.

𝜕𝜇𝜕𝜈𝐹 𝜇𝜈 = 𝜕𝜈𝜕𝜇𝐹 𝜈𝜇

= −𝜕𝜈𝜕𝜇𝐹 𝜇𝜈

= −𝜕𝜇𝜕𝜈𝐹 𝜇𝜈 .

(2.6)
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3 Equações de Maxwell na Matéria

Neste Capítulo, as Equações de Maxwell na Matéria serão apresentadas em no-
tação tensorial. Para tal, foram consultados principalmente os trabalhos de (ERINGEN;
MAUGIN, 1990), (VANDERLINDE, 2004) e (PAUL; RAHM, 2012).

De forma mais convencional, as Equações de Maxwell na Matéria são um conjunto
de quatro equações diferenciais parciais acopladas,

∇⃗.𝐷⃗ = 𝜌𝑓 , (3.1)

∇⃗ · 𝐵⃗ = 0, (3.2)

∇⃗ × 𝐸⃗ = −𝜕𝐵⃗

𝜕𝑡
, (3.3)

∇⃗ × 𝐻⃗ = 𝐽𝑓 + 𝜕𝐷⃗

𝜕𝑡
, (3.4)

em que 𝐷⃗ = (𝐷𝑥, 𝐷𝑦, 𝐷𝑧) é o vetor campo de deslocamento elétrico, 𝐻⃗ = (𝐻𝑥, 𝐻𝑦, 𝐻𝑧) é
vetor campo magnético auxiliar, 𝜌𝑓 é a densidade de carga elétrica livre, 𝐽𝑓 = (𝐽𝑓𝑥, 𝐽𝑓𝑦, 𝐽𝑓𝑧)
é o vetor densidade de corrente elétrica livre. Vale lembrar que 𝜌𝑓 se relaciona com a den-
sidade (total) de carga elétrica 𝜌 e com a densidade de carga elétrica ligada 𝜌𝑏 por

𝜌 = 𝜌𝑓 + 𝜌𝑏 (3.5)

e 𝐽𝑓 se relaciona com o vetor densidade (total) de corrente elétrica 𝐽 e com o vetor
densidade de corrente elétrica ligada 𝐽𝑏 por

𝐽 = 𝐽𝑓 + 𝐽𝑏. (3.6)

Em notação tensorial as eqs. (3.1 - 3.4) se resumem a duas expressões,

𝜕𝜈𝐷𝜇𝜈 = 𝐽𝜇
𝑓 , (3.7)

𝜕𝜆𝐹𝜇𝜈 + 𝜕𝜇𝐹𝜈𝜆 + 𝜕𝜈𝐹𝜆𝜇 = 0, (3.8)

em que

𝐷𝜇𝜈 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 𝑐𝐷𝑥 𝑐𝐷𝑦 𝑐𝐷𝑧

−𝑐𝐷𝑥 0 𝐻𝑧 −𝐻𝑦

−𝑐𝐷𝑦 −𝐻𝑧 0 𝐻𝑥

−𝑐𝐷𝑧 𝐻𝑦 −𝐻𝑥 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (3.9)
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é o tensor de deslocamento eletromagnético e 𝐽𝜇
𝑓 = (𝑐𝜌𝑓 , 𝐽𝑓 ) é o quadrivetor densidade de

corrente elétrica livre, que se relaciona com o quadrivetor densidade de corrente elétrica
ligada 𝐽𝜇

𝑏 = (𝑐𝜌𝑏, 𝐽𝑏) e com o quadrivetor densidade de corrente elétrica 𝐽𝜇 (eq. (1.9)) por

𝐽𝜇 = 𝐽𝜇
𝑓 + 𝐽𝜇

𝑏 . (3.10)

O vetor campo de deslocamento elétrico 𝐷⃗ pode ser escrito em termos do vetor
campo elétrico 𝐸⃗ e do vetor polarização 𝑃 = (𝑃𝑥, 𝑃𝑦, 𝑃𝑧), tal

𝐷⃗ = 𝜖0𝐸⃗ + 𝑃 , (3.11)

e o vetor campo magnético auxiliar 𝐻⃗ em termos do vetor campo magnético 𝐵⃗ e do vetor
magnetização 𝑀⃗ = (𝑀𝑥, 𝑀𝑦, 𝑀𝑧), tal

𝐻⃗ = 1
𝜇0

𝐵⃗ − 𝑀⃗, (3.12)

uma vez que 𝜌𝑏 e 𝐽𝑏 podem ser escritos

𝜌𝑏 = −∇⃗.𝑃 , (3.13)

𝐽𝑏 = ∇⃗ × 𝑀⃗. (3.14)

Em notação tensorial, as eqs. (3.11) e (3.12) se resumem a apenas uma equação,

𝐷𝜇𝜈 = 1
𝜇0

𝐹 𝜇𝜈 + 𝑃 𝜇𝜈 , (3.15)

em que

𝑃 𝜇𝜈 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 𝑐𝑃𝑥 𝑐𝑃𝑦 𝑐𝑃𝑧

−𝑐𝑃𝑥 0 −𝑀𝑧 𝑀𝑦

−𝑐𝑃𝑦 𝑀𝑧 0 −𝑀𝑥

−𝑐𝑃𝑧 −𝑀𝑦 𝑀𝑥 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (3.16)

é o tensor polarização-magnetização.

Assim, da mesma forma que os campos elétrico 𝐸⃗ e magnético 𝐵⃗ podem ser uni-
ficados em um objeto denominado tensor eletromagnético 𝐹 𝜇𝜈 (eq. (1.7)), os campos 𝐷⃗ e
𝐻⃗ podem ser unificados no tensor de deslocamento eletromagnético 𝐷𝜇𝜈 (eq. (3.9)) e os
vetores 𝑃 e 𝑀⃗ no tensor polarização-magnetização 𝑃 𝜇𝜈 (eq. (3.16)).
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4 Transformações de Lorentz

Neste capítulo, as transformações de Lorentz para as coordenadas (𝑐𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧), para
os campos 𝐸⃗ e 𝐵⃗ e para os vetores 𝑃 e 𝑀⃗ serão apresentadas. As principais fontes consul-
tadas foram os trabalhos de (JACKSON, 1999), (VANDERLINDE, 2004) e (GRIFFITHS,
2012).

𝒮
𝑥

𝑧

𝑦

𝒮
𝑥̄

𝑧

𝑦

𝑣⃗𝑥

Figura 1 – Representação de um referencial inercial 𝒮 e um referencial inercial 𝒮 que se
move com uma velocidade 𝑣⃗𝑥 = (𝑣𝑥, 0, 0) em relação a 𝒮. Imagem gerada com
ferramentas disponíveis no pacote TikZ (TANTAU, 2020).

Pode-se considerar, primeiro, as transformações de Lorentz para um caso mais
simples, de um referencial inercial 𝒮 que se move com uma velocidade 𝑣⃗𝑥 = (𝑣𝑥, 0, 0) em
relação a um referencial inercial 𝒮, tal como esquematizado na Figura 1. As coordenadas
(𝑐𝑡, 𝑥̄, 𝑦, 𝑧) de 𝒮 se relacionam com as coordenadas (𝑐𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) de 𝒮 por

𝑐𝑡 = 𝛾(𝑐𝑡 − 𝛽1𝑥)

𝑥̄ = 𝛾(𝑥 − 𝛽1𝑐𝑡)

𝑦 = 𝑦

𝑧 = 𝑧,

(4.1)

em que
𝛾 = 1√︁

1 − 𝑣2

𝑐2

(4.2)

é o fator de contração de Lorentz, com 𝑣2 = 𝑣2
𝑥 + 𝑣2

𝑦 + 𝑣2
𝑧 , e

𝛽1 = 𝑣𝑥

𝑐
. (4.3)

Em notação tensorial, as transformações de Lorentz entre as coordenadas dos dois
referenciais podem ser escritas de forma mais compacta, tal

𝑥̄𝜇 = Λ𝜇
𝜈 𝑥𝜈 , (4.4)

em que Λ𝜇
𝜈 são os elementos da matriz de transformação.
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𝒮 𝑥

𝑧

𝑦
𝒮 𝑥̄

𝑧

𝑦

𝑣⃗𝑥

𝑣⃗𝑧 𝑣⃗𝑦

Figura 2 – Representação de um referencial inercial 𝒮 e um referencial inercial 𝒮 que se
move com uma velocidade 𝑣⃗ = 𝑣⃗𝑥+𝑣⃗𝑦+𝑣⃗𝑧 = (𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧) em relação a 𝒮. Imagem
gerada com ferramentas disponíveis no pacote TikZ (TANTAU, 2020).

Para o caso da eq. (4.1), a matriz de transformação é dada por

Λ𝑥 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝛾 −𝛾𝛽1 0 0

−𝛾𝛽1 𝛾 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (4.5)

Para os casos em que 𝒮 se move com uma velocidade 𝑣⃗𝑦 = (0, 𝑣𝑦, 0) ou com uma velocidade
𝑣⃗𝑧 = (0, 0, 𝑣𝑧) em relação a 𝒮, tem-se, respectivamente,

Λ𝑦 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝛾 0 −𝛾𝛽2 0
0 1 0 0

−𝛾𝛽2 0 𝛾 0
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (4.6)

Λ𝑧 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝛾 0 0 −𝛾𝛽3

0 1 0 0
0 0 1 0

−𝛾𝛽3 0 0 𝛾

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (4.7)

em que 𝛽2 = 𝑣𝑦

𝑐
e 𝛽3 = 𝑣𝑧

𝑐
.

Para um caso mais geral que esses apresentados, em que 𝒮 se move com uma
velocidade 𝑣⃗ = 𝑣⃗𝑥 + 𝑣⃗𝑦 + 𝑣⃗𝑧 = (𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧) em relação a 𝒮, tal Figura 2, tem-se

Λ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝛾 −𝛾𝛽1 −𝛾𝛽2 −𝛾𝛽3

−𝛾𝛽1 1 + 𝛽2
1

𝛽2 (𝛾 − 1) 𝛽1𝛽2
𝛽2 (𝛾 − 1) 𝛽1𝛽3

𝛽2 (𝛾 − 1)
−𝛾𝛽2

𝛽1𝛽2
𝛽2 (𝛾 − 1) 1 + 𝛽2

2
𝛽2 (𝛾 − 1) 𝛽2𝛽3

𝛽2 (𝛾 − 1)
−𝛾𝛽3

𝛽1𝛽3
𝛽2 (𝛾 − 1) 𝛽2𝛽3

𝛽2 (𝛾 − 1) 1 + 𝛽2
3

𝛽2 (𝛾 − 1)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (4.8)

Note que essa matriz não representa a transformação mais geral possível, uma vez que não
está sendo levado em conta nenhuma rotação entre 𝒮 e 𝒮. As matrizes de transformação
para casos em que há rotações envolvidas podem ser consultadas em (JACKSON, 1999).
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Segue da transformação de coordenadas que os campos 𝐸⃗ e 𝐵⃗ também se trans-
formam. Para um referencial inercial 𝒮 que se move com uma velocidade 𝑣⃗𝑥 = (𝑣𝑥, 0, 0)
em relação a um referencial inercial 𝒮 (no qual a carga que gera os campos não deve estar
em repouso, para que 𝐵⃗ não seja nulo), conforme Figura 1, as leis de transformação para
os campos são

𝐸̄𝑥 = 𝐸𝑥

𝐸̄𝑦 = 𝛾(𝐸𝑦 − 𝑣𝑥𝐵𝑧)

𝐸̄𝑧 = 𝛾(𝐸𝑧 + 𝑣𝑥𝐵𝑦),

(4.9)

𝐵̄𝑥 = 𝐵𝑥

𝐵̄𝑦 = 𝛾
(︂

𝐵𝑦 + 𝑣𝑥

𝑐2 𝐸𝑧

)︂
𝐵̄𝑧 = 𝛾

(︂
𝐵𝑧 − 𝑣𝑥

𝑐2 𝐸𝑦

)︂
.

(4.10)

Em notação tensorial, as transformações dos campos elétrico 𝐸⃗ e magnético 𝐵⃗ se
resumem a regra de transformação do tensor eletromagnético 𝐹 𝜇𝜈 , que por ser um tensor
de ordem 2 obedece

𝐹 𝜇𝜈 = Λ𝜇
𝜆Λ𝜈

𝜎𝐹 𝜆𝜎. (4.11)

Pode-se checar utilizando a matriz da eq. (4.5) para 𝜇𝜈 = 01, por exemplo,

𝐹 01 = Λ0
𝜆Λ1

𝜎𝐹 𝜆𝜎

= Λ0
0Λ1

𝜎𝐹 0𝜎 + Λ0
1Λ1

𝜎𝐹 1𝜎

= Λ1
𝜎(Λ0

0𝐹
0𝜎 + Λ0

1𝐹
1𝜎)

= Λ1
0(Λ0

0𝐹
00 + Λ0

1𝐹
10) + Λ1

1(Λ0
0𝐹

01 + Λ0
1𝐹

11)

= −𝛾𝛽1

(︂
𝛾𝛽1

𝐸𝑥

𝑐

)︂
+ 𝛾

(︂
𝛾

𝐸𝑥

𝑐

)︂
= 𝛾2(1 − 𝛽2

1)𝐸𝑥

𝑐

= 𝐸𝑥

𝑐
,

(4.12)

tal que 𝐸̄𝑥 = 𝐸𝑥 (primeira linha da eq. (4.9)). Para os outros pares de índices, tem-se
as regras de transformação das demais componentes (tanto da eq. (4.9), quanto da eq.
(4.10)).

Não somentes os campos 𝐸⃗ e 𝐵⃗ se transformam, mas também os vetores 𝑃 e 𝑀⃗ .
Para o mesmo caso das eqs. (4.9) e (4.10), tem-se as regras de transformação

𝑃𝑥 = 𝑃𝑥

𝑃𝑦 = 𝛾
(︂

𝑃𝑦 + 𝑣𝑥

𝑐2 𝑀𝑧

)︂
𝑃𝑧 = 𝛾

(︂
𝑃𝑧 − 𝑣𝑥

𝑐2 𝑀𝑦

)︂
.

(4.13)
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𝑀̄𝑥 = 𝑀𝑥

𝑀̄𝑦 = 𝛾(𝑀𝑦 − 𝑣𝑥𝑃𝑧)

𝑀̄𝑧 = 𝛾(𝑀𝑧 + 𝑣𝑥𝑃𝑦),

(4.14)

Em notação tensorial, as transformações dos vetores polarização 𝑃 e magnetização
𝑀⃗ se resumem a regra de transformação do tensor polarização-magnetização 𝑃 𝜇𝜈 , que por
ser um tensor de ordem 2 satisfaz

𝑃 𝜇𝜈 = Λ𝜇
𝜆Λ𝜈

𝜎𝑃 𝜆𝜎. (4.15)

Pode-se checar utilizando a matriz da eq. (4.5) para 𝜇𝜈 = 02, por exemplo,

𝑃 02 = Λ0
𝜆Λ2

𝜎𝑃 𝜆𝜎

= Λ0
𝜆Λ2

2𝑃
𝜆2

= Λ0
0Λ2

2𝑃
02 + Λ0

1Λ2
2𝑃

12

= 𝛾(𝑐𝑃𝑦) − 𝛾𝛽1(−𝑀𝑧)

= 𝛾
(︂

𝑐𝑃𝑦 + 𝑣𝑥

𝑐
𝑀𝑧

)︂
(4.16)

tal que 𝑃𝑦 = 𝛾(𝑃𝑦 + 𝑣𝑥

𝑐2 𝑀𝑧) (segunda linha da eq. (4.13)). Para os outros pares de índices,
tem-se as regras de transformação das demais componentes (tanto da eq. (4.13), quanto
da eq. (4.14)).

Dessa forma, tanto a transformação de (𝑐𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) quanto as transformações de 𝐸⃗,
𝐵⃗, 𝑃 e 𝑀⃗ podem ser escritas de uma forma mais compacta1, que basicamente se resume
às regras de transformação de quadrivetores - para o caso da transforação das coordenadas
- e de tensores de ordem 2 - para os demais casos.

1 Não somente compacta, mas até mais geral, dadas as possibilidades de escolha da matriz de transfor-
mação.
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Conclusão

Neste trabalho, foram apresentadas em notação tensorial - ou formulação covari-
ante - as Equações de Maxwell no Vácuo, a Equação da Continuidade, as Equações de
Maxwell na Matéria e as Transformações de Lorentz.

Ao reescrever os campos elétrico 𝐸⃗ e magnético 𝐵⃗ como um único objeto, deno-
minado tensor eletromagnético 𝐹 𝜇𝜈 (eq. (1.7)), as quatro Equações de Maxwell no Vácuo
(eqs. (1.1) - (1.4)) puderam ser escritas por apenas duas equações (eqs. (1.5) - (1.6)), ou
ainda, até mesmo por apenas uma equação (eq. (1.35)), utilizando o calibre de Lorenz
(eq. (1.34)). Essa notação também permitiu que a Equação da Continuidade (eq. (2.1))
fosse escrita de forma mais compacta (ver eq. (2.2)), que pode ser facilmente derivada das
Equações de Maxwell no Vácuo.

De forma similar, as quatro Equações de Maxwell na Matéria (eqs. (3.1) - (3.4))
também puderam ser escritas por apenas duas equações (eqs. (3.7) - (3.8)), dadas as uni-
ficações do campo de deslocamento elétrico 𝐷⃗ e do campo magnético auxiliar 𝐻⃗ no tensor
de deslocamento eletromagnético 𝐷𝜇𝜈 (eq. (3.9)) e do vetor polarização 𝑃 e magnetização
𝑀⃗ no tensor polarização-magnetização 𝑃 𝜇𝜈 (eq. (3.16)).

Por fim, a notação tensorial também possibilitou que as transformações de Lorentz
das coordenadas (𝑐𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) e as transformações de 𝐸⃗, 𝐵⃗, 𝑃 e 𝑀⃗ pudessem ser escritas
de forma mais compacta - e até mais geral - pelas transformações do quadrivetor das
coordenas 𝑥𝜇 e dos tensores 𝐹 𝜇𝜈 e 𝑃 𝜇𝜈 , tal como apresentado nas eqs. (4.4), (4.11) e
(4.15), de acordo com as eqs. (2) e (4).
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