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Resumo

Esse trabalho se propde como uma breve revisao e também uma tentativa de apresentar
as Equagoes de Maxwell no Vacuo, a Equacao da Continuidade, as Equagoes de Maxwell
na Matéria e as Transformacoes de Lorentz em notagao tensorial, também chamada de
formulacao covariante. Isto, em unidades do Sistema Internacional (SI) e para a métrica
de Minkowski com assinatura (—, +,+,+). A vantagem de se utilizar essa notagao é que
ela permite que objetos sejam unificados e que equagdes possam ser escritas de forma

mais compacta.

Palavras-chaves: Fisica Matematica. Eletromagnetismo. Equagoes de Maxwell. Notacao

Tensorial.
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Introducao

Antes de abordar as Equagoes de Maxwell em notagao tensorial, é importante
relembrar algumas caracteristicas dos tensores e apresentar a notacao que sera utilizada

neste trabalho. Para compor os paragrafos a seguir, foram consultados os trabalhos de

(EINSTEIN., 1916), (CARROLL, 2004) e (GRIFFITHS, 2012).

Um quadrivetor contravariante A* (com p =0, 1, 2 e 3), também chamado tensor
de orem 1, é um objeto de 4 componentes que se transforma por uma mudanca de sistema
de coordenadas tal
5.0zt

A =

com 7" = (ct,Z,7y,2) e 2" = (ct,z,y, z). Essa regra de transformacao também pode ser
escrita como uma soma de Einstein (que serd utilizada daqui em diante), conforme

- oxH
AF = @A” = ALAY, (2)

ozH
oxv

outro) representa uma soma.

em que A¥ = e o indice mudo (que se repete em cima em um objeto e embaixo em

Um tensor contravariante A" de ordem 2 é um objeto de 16 componentes, dado

pela multiplicacao das componentes de dois quadrivetores B* e C", tal
Al = BEC". (3)

Esse objeto se transforma por uma mudanca de sistema de coordenadas tal
~ Ox" O

T _
A Ozxe OxP

A = AEAGAY. (4)
Para transformar um quadrivetor contravariante A* em um covariante A,, ou

vice-versa, usa-se o tensor métrico g,, ou o tensor métrico inverso g"”, tal

Ay = Gua A%, (5)

AP = gh A, (6)

No caso do Eletromagnetismo Classico, no dominio da Relatividade Restrita/Especial,

usa-se o tensor métrico de Minkowski (ou, simplesmente, métrica de Minkowski),

-1 0 0 O
0 1 00

Guv = N = 0 01 ol (7)
0 0 01
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aqui, com a assinatura (—, +, +, +). O tensor métrico inverso g"”, por sua vez se relaciona

com o tensor métrico g,, por

gyﬂgaﬁ = 527 (8)
em que
5 — 1, parav =« (9)
0, parav # «
¢é o delta de Kronecker, tal que
-1 0 0 0
100
M=t = 10
g =n 010 (10)
0 01

Assim, o quadrivetor das coordenadas x* = (ct,x,y, z) também pode ser escrito na sua

forma covariante x,, = g% = (—ct,z,y,2). O mesmo vale para o quadrivetor das deri-

vadas paciais, dado em sua forma contravariante por 0* = a% e em sua forma covariante
"
— a _ 0
por 0, = Gua0® = 525

O tensor métrico também pode ser utilizado para transformar um tensor de ordem

2 contravariante A" em um covariante! A, ou vice-versa, tal

Ay = Guagpn AP, (11)

A = graghip, (12)

Disso, segue que um tensor de ordem 2 ¢ dito simétrico se

ARV = AVH (13)

A = Ay, (14)
ou antissimétrico se

ARV = — AV (15)

Ay =—Ay,. (16)

Preparado o terreno, este trabalho se organiza de forma a apresentar, em notacao
tensorial (ou formulacdo covariante): as Equagoes de Maxwell no Vécuo, no Capitulo
1; a Equagdo da Continuidade, no Capitulo 2; as Equacoes de Maxwell na Matéria, no

Capitulo 3; e as Transformagoes de Lorentz, no Capitulo 4.

1 Um tensor de ordem 2 contravariante é também chamado tensor de ordem (2,0). J4 um tensor de

ordem 2 covariante é também chamado tensor de ordem (0,2).



Introducao 6

Vale ressaltar que as equacoes que serao apresentadas aqui estao em unidades do
Sistema Internacinal (SI). Algumas delas também podem ser encontradas em unidades
Gaussianas ou em unidades de Heaviside-Lorentz em (HERAS; BAEZ, 2008).



1 Equacoes de Maxwell no Vacuo

Neste Capitulo, as Equagoes de Maxwell no Vacuo serao apresentas em notacao
tensorial (ou formulagao covariante), de acordo com os trabalhos de (EINSTEIN., 1916),
(CARROLL, 2004) e (GRIFFITHS, 2012).

De modo mais convencional, as Equagoes de Maxwell no Vacuo sdo um conjunto

de quatro equacoes diferenciais parciais acopladas,

V- E="2, (1.1)
€0
V-B=0, (1.2)
- . 0B
EF=—— 1.3
S o " OF
VXxB= ILL()J + uogoa, (14)

em que F = (Ey, Ey, E,) é o vetor campo elétrico, B = (B., By, B,) é vetor campo
magnético, p é a densidade de carga elétrica, J = (J, Jy, J.) é o vetor densidade de
corrente elétrica, € é a permissividade elétrica do vacuo e i é a permeabilidade magnética
do vacuo. Essas equacoes também sao conhecidas, respectivamente, como Lei de Gauss,

Lei de Gauss para o magnetismo, Lei de Faraday e Lei de Ampere-Maxwell.

Em notagao tensorial as eqs. (1.1 - 1.4) se resumem a apenas duas expressoes,

B, 1 = g, (1.5)

a)\F,uI/ + a,uFu)\ + aI/FA,u, = 07 (16)
em que
0 E./c E,/Jc E./c
—E, 0 B, -—-B
P = /e v (1.7)
—-E,Jc =B, 0 B,
—FE./c B, —B, 0

¢é o tensor eletromagnético em sua forma contravariante,

0 —E,/c —E,/Jc —E,/c
E./c 0 B, —-B,
E,Je -B. 0 B,
E.Je B, -B, 0

F,uu = nuanﬁl/FaB = (18)
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é o tensor eletromagnético em sua forma covariante!,
JH = (cp, Iy, Iy, J2) (1.9)

¢é o quadrivetor densidade de corrente elétrica e ¢ é a velocidade da luz no vacuo.
Pode-se, entao, checar se as egs. (1.5 - 1.6) s@o equivalentes as egs. (1.1 - 1.4).

Para = 0 na eq. (1.5), tem-se, do lado esquerdo,

a FOI/ _ FOO =+ alFﬂl + 82F02 + 83F03

Ey OE.
+ - (1.10)
V.

E

Q\r—n

e, do lado direito,
1oJ° = pocp, (1.11)
ou seja, tem-se a Lei de Gauss (eq. (1.1)), uma vez que
Aeopg = 1. (1.12)
Para p =1 na eq. (1.5), tem-se

6VF11/ — 80F10 4 alFll + 62F12 4 83F13
10E, (B. B (1.13)
= - + < y) = MOJxa

2 ot Ay 0z
para ;= 2 na eq. (1.5),

O, F% = 0oF™ + 0 F* + 0,F* + 05 F%

LB (B By, (114
2ot 8- oaz)  Hw
e para = 3 na eq. (1.5),
aVF3l/ _ 00F30 + 81F31 + 82F32 + 83F33
__laEZ_i_ B, B\ ; (1.15)
2ot or Oy — Hodz

de tal forma que ao somar as egs. (1.13 - 1.15) tem-se a Lei de Ampére-Maxwell (eq.(1.4)).

A eq. (1.6) também é um conjunto de 4 equagoes,

0o Fo1 + OpF1a + 01F5 = 0, (1.16)

O3 Foo + O Fos + 02 F59 = 0, (1.17)

Note que o tensor eletromagnético é antissimétrico, i.e. F'* = —F" e F),, = —F,

1
e
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a3F01 + 8()F13 + 61F30 = 0, (118)
83F12 —|— (91F23 + 62F31 - O, (119)
ou ainda,
0E, OF, )e
et S 1.2
( Ox oy ) ot ’ (1.20)
0E. OE, 0B,
- | = —— 1.21
( dy 0z ) ot ’ (1.21)
0E, 0E.\ 0B,
( 0z O ) ot (122)
0B, 0B, OB,
= 1.2
Ox + dy + 0z 0 (1.23)

de modo que ao combinar as egs. (1.20 - 1.22) tem-se a Lei de Faraday (eq.(1.3)) e a eq.

(1.23) ¢ a Lei de Gauss para o magnetismo (eq. (1.2)).

Uma vez que os vetores campo elétrico e campo magnético podem ser escritos em

termos do potencial escalar V' e do potencial vetor A= (As, Ay, Az), tal

. o 0A
E=-VV - (1.24)
B=VxA, (1.25)

o tensor eletromagnético também pode ser escrito em termos do potencial quadrivetor

At = (V/e, Ay Ay, AL, (1.26)
tal
PR = gRAY — P AP, (1.27)
Foy = uatipn 7 = 9,4, — 8,4, (1.28)
Dessa forma, a eq. (1.5) pode ser reescrita
oH0,A” — 0,0" AF = poJ* (1.29)
e a eq. (1.6) é identicamente nula,
O\0, Ay, — N0, A, + 0,0,A\ — 0,00A, + 0,00A, — 0,0, A5 =0, (1.30)

uma vez que as derivadas parciais comutam.
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Entretanto, vale lembrar que os pontencias V' e A nao sao unicamente determinados

pelos campos E e B. Note que a transformacao

A— A+VA
(1.31)
V-=V- %,
ot
que também pode ser escrita
AY — AV + 0" )\, (1.32)

em que A é uma funcao escalar, nao altera £, B e F*.

A escolha da fungao A tal que 9,0\ = 0 é o que se chama calibre de Lorenz, que

também se traduz em

— 4+ V.A=0, (1.33)

que em notagao tensorial é

0,A” = 0. (1.34)

Essa escolha do calibre de Lorenz pode ser utilizada para simplificar a eq.(1.29), tal

PA* = —poJ" (1.35)
em que
D2 a @u 2 1 82

é o denominado operador d’Alembertiano.

Essa eq. (1.35) é uma forma bastante compacta de se escrever as Equagoes de
Maxwell (egs. (1.1 - 1.4)).
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2 Equacao da Continuidade

Neste capitulo, a Equacao da Continuidade sera apresentada conforme o que esta

exposto em (GRIFFITHS, 2012). Em sua forma mais convecional, ela é dada por

dp

Liv.J=o. 2.1
5 VT =0 (2.1)

Note que ela expressa basicamente a conservacao da carga elétrica localmente.

Em notacao tensorial, essa equacao admite uma forma mais compacta, tal
oJ" =0, (2.2)

em que J* é o quadrivetor densidade de corrente elétrica, dado pela eq. (1.9), j& que

dp _ 104
ot ¢ Ot (2.3)
= 0y J°
[§
S 7 dJ, N dJ, N dJ,
dr  dy Oy (2.4)
- @JZ,

em que i corre de 1 a 3.
Vale ressaltar que ela pode ser obtida diretamente a partir das Equagoes de
Maxwell. Ao se tomar a derivada parcial d,, da eq. (1.5), tem-se

0,0, F" = 1190, J", (2.5)

cujo lado esquerdo é nulo, uma vez que o tensor eletromagnético é antissimétrico e as

derivadas parciais comutam, i.e.
0,0, F" = 0,0,F""
= —8,0,F™ (2.6)
= —0,0,F".
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3 Equacoes de Maxwell na Matéria

Neste Capitulo, as Equagoes de Maxwell na Matéria serdao apresentadas em no-
tagao tensorial. Para tal, foram consultados principalmente os trabalhos de (ERINGEN;
TAUGIN, 1990), (VANDERLINDE, 2004) e (PAUL; RAHM, 2012).

De forma mais convencional, as Equacoes de Maxwell na Matéria sao um conjunto

de quatro equacoes diferenciais parciais acopladas,

V.D = py, (3.1)
V-B=0, (3.2)
VxE= —‘f, (3.3)
ﬁxﬁ:ffju(zf, (3.4)

em que D = (Dg, Dy, D) é o vetor campo de deslocamento elétrico, H= (Hy,H,, H,) é
vetor campo magnético auxiliar, py € a densidade de carga elétrica livre, ff = (Jra, Jpys Jy2)
¢ o vetor densidade de corrente elétrica livre. Vale lembrar que p; se relaciona com a den-

sidade (total) de carga elétrica p e com a densidade de carga elétrica ligada p, por

p=ps+ P (3.5)

e jf se relaciona com o vetor densidade (total) de corrente elétrica J e com o vetor

densidade de corrente elétrica ligada J por

J=Jr+ Jy. (3.6)

Em notagao tensorial as eqs. (3.1 - 3.4) se resumem a duas expressoes,

9,D" = Jt, (3.7)

OWF +0,F)+0,Fy, =0, (3.8)
em que
0 cD, c¢D, «cD,
—cD, 0 H, —H,
—-cD, —H, 0 H,
-cD, H, —-H, 0

DM = (3.9)
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é o tensor de deslocamento eletromagnético e J }” = (cpy, jf) é o quadrivetor densidade de
corrente elétrica livre, que se relaciona com o quadrivetor densidade de corrente elétrica

ligada J{* = (cpy, J,) € com o quadrivetor densidade de corrente elétrica J* (eq. (1.9)) por

Jt=J¢ + Jy. (3.10)

O vetor campo de deslocamento elétrico D pode ser escrito em termos do vetor

campo elétrico E e do vetor polarizacio P = (Py, Py, P,), tal
D = ek + P, (3.11)

e o vetor campo magnético auxiliar H em termos do vetor campo magnético B e do vetor
magnetizacio M = (M, M, M), tal

L1 - o
H=—B-M, (3.12)
Ho
uma vez que pp € fb podem ser escritos
py = —V.P, (3.13)
Jy =V x M. (3.14)

Em notagao tensorial, as egs. (3.11) e (3.12) se resumem a apenas uma equacao,

1
DM = —F* + P (3.15)
Ho
em que
0 cP, cP, cP;
—cP, 0 =M, M
pr—|° v (3.16)
—cP, M, 0 —-M,
—cP, —M, M, 0
¢é o tensor polarizacao-magnetizacgao.

Assim, da mesma forma que os campos elétrico Ee magnético B podem ser uni-
ficados em um objeto denominado tensor eletromagnético F#* (eq. (1.7)), os campos D e
H podem ser unificados no tensor de deslocamento eletromagnético D* (eq. (3.9)) e os

vetores P e M no tensor polarizagao-magnetizagao P* (eq. (3.16)).
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4 Transformacoes de Lorentz

Neste capitulo, as transformacoes de Lorentz para as coordenadas (ct, x,y, z), para
0S campos EeBe para os vetores P e M serdo apresentadas. As principais fontes consul-
tadas foram os trabalhos de (JACKSON, 1999), (VANDERLINDE, 2004) e (GRIFFITHS,
2012).

S

| r gz

Figura 1 — Representacdo de um referencial inercial S e um referencial inercial S que se
move com uma velocidade v, = (v,,0,0) em relacdo a S. Imagem gerada com
ferramentas disponiveis no pacote TikZ (TANTAU, 2020).

Pode-se considerar, primeiro, as transformacgoes de Lorentz para um caso mais
simples, de um referencial inercial S que se move com uma velocidade v, = (v,,0,0) em
relagdo a um referencial inercial S, tal como esquematizado na Figura 1. As coordenadas

(ct,z,7, %) de S se relacionam com as coordenadas (ct,z,y,z) de S por

ct = y(ct — pix)
T =y(x — prct
' ( Bact) (4.1)
y=1y
Z =2z,
em que
1
S (4.2)
g
é o fator de contracio de Lorentz, com v? = v2 + US +v2 e
Ug
= —. 4.3
Pr=- (4.3)

Em notacao tensorial, as transformagcoes de Lorentz entre as coordenadas dos dois

referenciais podem ser escritas de forma mais compacta, tal
=AY, (4.4)

em que A¥ sdo os elementos da matriz de transformagao.
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S x
Figura 2 — Representagdo de um referencial inercial & e um referencial inercial S que se

move com uma velocidade U = v, +0, 4+, = (v;, vy, v,) em relagdo a S. Imagem
gerada com ferramentas disponiveis no pacote TikZ (TANTAU, 2020).

Para o caso da eq. (4.1), a matriz de transformacao é dada por

v =6 0 0
— 00
A = QlCI (4.5)
0 0 10
0 0 01

Para os casos em que S se move com uma velocidade v, = (0, vy, 0) ou com uma velocidade

v, = (0,0,v,) em relagdo a S, tem-se, respectivamente,

v 0 =B 0
0O 1 0 0
A, = : (4.6)
—B2 0 v 0
o 0 0 1
v 00 —vB3
0 10 0
A, = , (4.7)
0 01 0
-8 0 0 vy

em que By = XL e B3 = %=

Para um caso mais geral que esses apresentados, em que & se move com uma

velocidade ' = ¥, + U, + ¥, = (v, vy, v,) em relacdo a S, tal Figura 2, tem-se

gl —7h =702 —7s
L+ EG -1 BRO -1 ARG -1
=P ’62352(7—1) 1+%§(7—1) %(7—1)
—7Ps %(7—1) %(’7—1) 1—|—%§(’y—1)

Note que essa matriz ndo representa a transformacao mais geral possivel, uma vez que nao

A= (4.8)

esta sendo levado em conta nenhuma rotagao entre S e §. As matrizes de transformagao

para casos em que hé rotagoes envolvidas podem ser consultadas em (JACKSON, 1999).
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Segue da transformacao de coordenadas que os campos E ¢ B também se trans-
formam. Para um referencial inercial S que se move com uma velocidade @, = (v,,0,0)
em relagdo a um referencial inercial S (no qual a carga que gera os campos nao deve estar
em repouso, para que B nao seja nulo), conforme Figura 1, as leis de transformacao para

0S campos sao

r — Ez
E,=~(E, —v,B.) (4.9)
Ez = V(Ez + UxBy)a
B, =B,
— /Ul'
By =~ (By + zEz) (4.10)

Em notagao tensorial, as transformagoes dos campos elétrico E' e magnético B se
resumem a regra de transformagao do tensor eletromagnético F*¥, que por ser um tensor

de ordem 2 obedece
Fre = AN (4.11)

Pode-se checar utilizando a matriz da eq. (4.5) para pv = 01, por exemplo,
FO' = ASALFY
— AYALFO 1 AOALFY
= ALY+ )
= Ag(AQF™ + AYF'?) + AJ(AGF™ + ATFH)
E, E,
= —7b (’Vﬁlc> +7 (70)

E,
= (1 - 3%)?

T

(4.12)

mQ

)

°|

tal que E, = E, (primeira linha da eq. (4.9)). Para os outros pares de indices, tem-se
as regras de transformacao das demais componentes (tanto da eq. (4.9), quanto da eq.
(4.10)).

Nao somentes os campos E e B se transformam, mas também os vetores P e M.

Para o mesmo caso das eqgs. (4.9) e (4.10), tem-se as regras de transformagao

— Uy
Py =y (Py + QMz> (4.13)
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M,
J\Z/

M,

(M + v, P, )

Em notagao tensorial, as transformacoes dos vetores polarizagao P e magnetizagao
M se resumem a regra de transformacao do tensor polarizagdo-magnetizacao P, que por

ser um tensor de ordem 2 satisfaz

= ARYAY P (4.15)

Pode-se checar utilizando a matriz da eq. (4.5) para pr = 02, por exemplo,

P9 = AOAZpAe
= AJAZPY
— AP 4 AP (410
=7(chy) — 751(—MZ)
=7 (cP + =M )

tal que P, = (P, + % M.) (segunda linha da eq. (4.13)). Para os outros pares de indices,

tem-se as regras de transforma(;éo das demais componentes (tanto da eq. (4.13), quanto
da eq. (4.14)).

Dessa forma, tanto a transformagao de (ct, z,y, z) quanto as transformacgoes de F,
B, P e M podem ser escritas de uma forma mais compacta', que basicamente se resume
as regras de transformacao de quadrivetores - para o caso da transforacao das coordenadas

- e de tensores de ordem 2 - para os demais casos.

1 Nao somente compacta, mas até mais geral, dadas as possibilidades de escolha da matriz de transfor-

magao.
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Conclusao

Neste trabalho, foram apresentadas em notacao tensorial - ou formulacao covari-
ante - as Equagoes de Maxwell no Vacuo, a Equacao da Continuidade, as Equagoes de

Maxwell na Matéria e as Transformagoes de Lorentz.

Ao reescrever os campos elétrico Ee magnético B como um tnico objeto, deno-
minado tensor eletromagnético F* (eq. (1.7)), as quatro Equagdes de Maxwell no Vacuo
(egs. (1.1) - (1.4)) puderam ser escritas por apenas duas equagoes (eqs. (1.5) - (1.6)), ou
ainda, até mesmo por apenas uma equagao (eq. (1.35)), utilizando o calibre de Lorenz
(eq. (1.34)). Essa notagao também permitiu que a Equacao da Continuidade (eq. (2.1))
fosse escrita de forma mais compacta (ver eq. (2.2)), que pode ser facilmente derivada das

Equagoes de Maxwell no Vacuo.

De forma similar, as quatro Equagoes de Maxwell na Matéria (egs. (3.1) - (3.4))
também puderam ser escritas por apenas duas equagoes (egs. (3.7) - (3.8)), dadas as uni-
ficagoes do campo de deslocamento elétrico D edo campo magnético auxiliar H no tensor
de deslocamento eletromagnético D" (eq. (3.9)) e do vetor polarizacao P e magnetizacio

M no tensor polarizacao-magnetizacao P* (eq. (3.16)).

Por fim, a notagao tensorial também possibilitou que as transformagoes de Lorentz
das coordenadas (ct,z,y, z) e as transformagoes de E , g, PeM pudessem ser escritas
de forma mais compacta - e até mais geral - pelas transformacoes do quadrivetor das
coordenas z* e dos tensores F* e P tal como apresentado nas egs. (4.4), (4.11) e
(4.15), de acordo com as eqgs. (2) e (4).
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